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Séminaire BRELOT-CHOQUET~DENY 2-01
(Théorie du potentiel)

10 e, 1965/66, n° 2 14 avril 1966
e année, 1965/66, n [Rédaction de Juillet 1966]

SUR LA FORME INTEGRO-DIFFERENTIELLE DES OPERATEURS DE d; DANS C
SATISFAISANT AU PRINCIPE DU MAXIMUM

par Philippe COURREGE

§ 0. Introduction.

Dans le mémoire [1], AISENSTAT énonce et établit le résultat suivant :

n

THEOREME 0.1. - Soient Q wun ouvert de R~ (n >1) , et A une application

linéaire de CZ(Q) dans C(Q) satisfaisant au principe du maximum positif lo=~

cal (si f e CZ(Q) , Af(x) € 0 en tout point x € Q ou f atteint un maximum
relatif > 0 ). Alors, A est un opérateur différentiel du second ordre de la
forme :

n .. n .
(0.1) A= 2 ad D, D, T+ 2 b+ D, £ +cf (f e ¢2(Q)) ,
j—9j=1 J i=1

h) i j i 3 s 3 . )
ou les ad , b° et c sont des fonctions numériques continues sur Q , et ou,

pour chaque x € Q , c(x) €0 et la matrice [aij(x)]1<i j<n est symétrique
R-IJ=

et positive (mais éventuellement dégénérée ; voir le n°® 1.8 ci-dessous).

Dans le présent travail, utilisant les idées récemment développées par WALDENFELS
dans [10] et [11], on caractérise d'abord entidrement les applications lindaires de
d;(Q) dans C(Q) ( & désignant un ouvert de R® (n>1) ) satisfaisant au prin-
cipe du maximum positif (non nécessairement local, voir ie n° 1.2) comme somme d'un
opérateur différentiel du second ordre du type ?récédent (mais & coefficients éven-
tuellement discontinus ; voir le n® 1.6) et d'un opérateur intégral singulier d'or-
dre < 2 défini, en chaque x € 0 , comme une distribution f ——> Sf(x) partie
finie d'ordre 1 d'une mesure positive Nx , dy) sur QN {x} singulidre en x

(voir le no 1.4).

Ce résultat est présenté au § 1 (en particulier aux n® 1.4 et 1.5), et établi au
§ 2. I1 permet de rendre compte & la fois du théordme d'Aisenstat énoncé ci-dessus
(voir sa démonstration au n° 1.7) et de ceux concernant les générateurs infinitési-
maux des semi-groupes de Feller dont le domaine de définition (du générateur infi-
nitésimal) contient "suffisamment" de fonctions de classe 02 (voir & ce sujet
1'exposé n° 3 du présent séminaire [8], ainsi que les travaux de FELLER [3] et de

NEVEU [ 5] dans le cas d'une dimension, et 1l'article [2] dans le cas de convolution).
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Au § 3, reprenant dans le cadre étudié ici, la méthode de représentation basée
sur la transformation de Fourier utilisée dans 1'étude des opérateurs pseudo-
différentiels (voir HORMANDER [4]), on caractérise aussi les opérateurs A de
C;(Q) dans C(Q) satisfaisant au principe du maximum positif par certaines pro-
priétés de leurs symboles a(x , E) : essentiellement le fait que a(x , €) est,
en £ , l'opposé d'une fonction de type négatif continue (n° 3.4 et 3.5). Ainsi se
trouve aussi généralisde 1'expression du générateur infinitésimal d'un semi-groupe
de convolution sur R comme opérateur de convolution par une distribution trans-
formée de Fourier de 1l'opposée d'une fonction de type négatif continue (voir a ce
sujet NEVEU [6]).

n P . N
Seul le cas des ouverts de R est abordé ici ; l'extension au cas d'une variété
sera examinde dans l'exposé n°® 3 du présent séminaire [8], en méme temps que 1'ap~

plication aux générateurs infinitésimaux des semi-groupes de Feller.

8§ 1. Caractérisation des opérateurs presque positifs sur un ouvert de R" .

1.0. - Dans tout cet exposé, (O désigne un ouvert de R (n>1) (1). Pour

chaque entier p > 0 , fini ou infini, on note CP(Q) 1l'espace des fonctions numé-
riques de classe ¢ sur Q , et CE(Q) (resp. Cﬁ(K) , K compact de Q ) 1le
sous-espace de Cp(Q) formé des fonctions & support compact (resp. & support con-
tenu dans K ). On pose, comme d'ordinaire, c(q) = CO(Q) et Ck(Q) = CE(Q)

On note, par ailleurs, B(Q) 1'espace des fonctions numériques sur  borélien-

nes et localement bornées.

Si f e€B(Q) , on note ||f|| = 8 |f(x)| 1a norme uniforme de f . 8i f € Cl(Q)
on note Dl f 1la fonction derlvee partielle x —> ———-(x) (1-S ig n) 3 en—
fin, si f € Cz(Q) , on pose ax

n
(1.1) £l 2y = liEll + 7- D; £l + Zj_l D, Dy 1]
,

On munit, une fois pour toute, 1'espace B(Q) (resp. C(Q) ) de la topologie de
la convergence uniforme sur les compacts, chacun des sous-espaces C2(K) ( X com-
pact de Q ) de la topologie d'espace de Banach associée d la norme ” H(z) et

1'espace (Q) de la topologie limite inductive des C (K)

On dira enfin qu'un sous-espace D de Ck(Q) est riche si, pour tout f e QE(Q),

il existe un ouvert relativement compact U tel que supp f c U c T cQ et

(1) Voir toutefois & ce sujet le n® 2.2 de l'exposé n® 3 de ce séminaire [ 8].
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(V £ > O) (3 g) (g €D, suppgcU et nf —gH(2) <€) . Un tel espace est évi-
demment dense dans Ci(Q) .

l.1.- —-On_appellera fonction unité locale_sur Q , toute application

o: (x,y) —> olx, y)
de Qx QO dans (0, 1) ayant les propriétés suivantes :

(i) o est de classe € sur QxQ, et c(x , y) = 1 dans un voisinage de la

diagonale de Q x Q .

(ii) Pour chaque compact K de Q , les fonctions o, = o(x , D (x e K) gar-

dent leurs supports dans un compact fixe de Q .
Si o est une telle fonction, on posera
. . . 5 .
cl(x,y)=c;(y)=0(x,y)(yl-X) (x,yeQ, 1<ign) .

Des propriétés (i) et (ii), il résulte que les applications x —> o et

X — a; de Q dans Ci(Q) sont continues (2).

On peut établir comme suit 1'existence d'une fonction unité locale : Soient

I
(Ui)iel &% "\'i)iEI

ouverts relativement compacts tels que ﬁ; c Vi C'V; c (0 pour chaque i . On con-

deux recouvrements ouverts localement finis de Q par des

sidére le recouvrement de 1l'espace produit Q x Q formé des ouverts Vi X Vi
(ieI) etde W=(QxQ)~ U (ﬁz'x ﬁ;) , et une partition de 1l'unité {&%) s ©}
i

de classe C  sur Q subordonnée & ce recouvrement :

P 0@ 20, supp 95 c Vi x Vi (i = I) , supp ¢ € W , et % P +e=1 .
La fonction o = 2 Ps répond alors & la question.

iel

On notera que l'on peut construire ainsi une fonction unité locale ayant son sup-

port dans un voisinage arbitrairement petit de la diagonale A de Q x Q (voir

aussi le n® 2.3 de 1l'exposé n° 3),

1.2. - Opérateurs presque positifs sur Q , et principe du maximum. Soient D

un sous—espace vectoriel de Ck(Q) (3), et A une application linéaire de D
dans B(Q) (n° 1.0).

Cn dira que A est presque positive (4) si 3

(22 C%(Q) étant muni de la topologie limite inductive des Cﬁ(K) comme précisé
au n° 1.0.

(3) Ci-dessous, D sera toujours contenu dans Cz(Q) , et le plus souvent
D= CE(Q) ou D = Cé(Q) .

(4) Terminologie empruntée & WALDENFELS [11] ; voir la remarque 1 ci-dessous.
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(P) pour tout f € D et x €0,
£f>0 et f(x) =0 => af(x) 20 .

On dira que A satisfait au principe du maximum positif si :

(PM) pour tout feDdD et xeQ,
f(x) >0 et f(x) =sup f => Af(x) <0 .

On dira enfin que A satisfait au principe du maximum positif local si :

(PML) pour tout fe D, et xe Q,
f admet en x un maximum relatif >0 => Af(x) £0 .

D étant fixé, il est clair que, (PML) => (PM) => (P) , et que 1l'ensemble
des applications linéaires de D dans B(Q) , qui ont la propriété (P) (resp. (PM),

(PML)), est un cbne convexe.

On va décrire ci-dessous les deux types fondamentaux d'opérateurs presque posi-
tifs, le type local (n° 1.3) et le type intégro-différentiel (n° 1.4), a partir
desquels on peut reconstruire un opétrateur presque positif quelconque par addition
(théordme 1.5).

Remarque 1. — Bien que le principe du maximum positif soit, de fait, la propriété
intervenant dans les applications (par exemple aux générateurs infinitésimaux des
semi-groupes d'opérateurs positifs), on a introduit, suivant WALDENFELS dans [11],
la propriété un peu plus faible de "presque positivité" parce que, ainsi que le
montre le théordme 1.5, c'est elle qui caractérise exactement les opérateurs qui
admettent une décomposition de la forme annoncée ; le principe du maximum exigeant
seulement quelques précisions supplémentaires sur les coefficients de la décomposi-

tion (voir le corollaire 3 du théoréme 1.5, par exemple).

Remarque 2. - Le principe du maximum positif employé ici est, par rapport & celui
de la théorie du potentiel (5), exactement ce que le recto est au verso : Si A ,
par exemple, applizue CE(Q) sur un sous-espace dense de CO(Q) , et si A pos~

s&de la propriété suivante un peu plus forte que (PM)
fe c2(Q) et £(x) =supf>0 => af(x) <0 ,

alors 1'inverse de l'opérateur - A se prolonge en un opérateur positif V de
CO(Q) dans lui-méme satisfaisant au principe du maximum positif de la théorie du

potentiel.

(5) Voir, par exemple, [7], p. 6-06.
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1.3. Opérateurs différentiels presque positifs. - On appellera ici opérateur

différentiel semi-elliptique, un opérateur différentiel du second ordre défini sur

CZ(Q) par la relation :

n .. n .
(1.2) Pf= > a9D D.f+ 2 b "D f+ecf (r € c?@)) ,
.2 i73 A i
1,J=1 i=1
ou les alJ ’ bt et ¢ sont des fonctions de B(Q) (n° 1.0), et ol, pour chaque

x € Q, la matrice [aij(x)]

ment dégénérée)

1<i, j<n est symétrique et positive (mais éventuelle-

> a'td(x) g, €. 20 pour tout £ = (gi) e R* (voir le n°® 1.8 a ce sujet),
i,j=1 J
et alJ = aJl (1 £1i, j<£ n) .

I1 est élémentaire qu'un tel opérateur P est presque positif au sens du numéro

précédent (voir aussi le n° 1.8).

De plus, pour que P satisfasse au principe du maximum positif, il faut et il
suffit que la Tonction ¢ = Pl soit < 0 ; et P satisfait alors au principe du

~N

maximum positif local. On dira dans ce cas que P est un opérateur de diffusion.

On notera aussi que P est continu de Ci(Q) dans B(Q)
On dira que P est de classe CO , si P applique CZ(Q) dans C(Q) : il faut
et il suffit pour cela que les coefficients ad ’ b* et c soient continus.

On dira que P est de classe semi-continue, si le coefi"cient ¢ =Pl est con-

tinu sur Q, et si, pour chaque £ = (gi) e % , la fonction
Doy
x —> % adx) g g5

est semi-continue supérieurement sur Q.

L'intérét de cette notion apparaltra aux n® 1.5 et 1.6 ci-dessous. On notera son

invariance par difféomorphisme :

LEMME. - Si A est un Cz-difféomorphisme de Q sur un ouvert & de R et

si P est un opérateur de diffusion sur Q de classe semi-continue,

~

F —s P(Fon) ont (F e ¢2(9))

~

Lest un opérateur de diffusion sur ( de classe semi-continue.

j2 -1
[Compte tenu de la relation a = ( Z alJ D Ak D N') o A (1<x, 4 <0,

il suffit de remarquer que la seml—contlnulte superleure de la fonction positive
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x —> 2 aij(x) g

. pour € = (gi) e R®
i,

i5;
entraine celle de la fonction

X — .Ei aij(x) Ei(X) §j(X)

1,J

pour toute famille gl(.) s §2(.) g ese §n(.) de fonctions numériques continues
sur Q .

1.4. Opérateurs presque positifs de Levy (6). - On appellera noyau singulier

de Levy (ou encore noyau singulier) sur Q tout noyau >0 Dborélien N(x , dy)

sur Q tel que,

(NSl) Pour tout x € O, N(x ’ {X}) =0 et N(X ’ .) est une mesure de Radon

sur 1l'espace localement compact Q N {x} .
(NSz) Pour toute fonction positive f € Ck(Q) , la fonction
X —> .fQ N(x , day)ly - x|? £(y)
est borélienne et localement bornée.
On dira que le noyau singulier N est de classe CO si

(NSé) Pour tout £ € Ck(Q) , la fonction x —> .IQ wx , dy)ly - x|2 f(y)

est continue sur Q.

On dira que le noyau singulier N est de classe semi-continue si,

(NSE) I1 existe une fonction v € B(Q) , positive et semi-continue supérieure-

ment, telle que, pour tout f € Ck(Q) , la fonction

x —> o, a)ly - xl? £() + o(x) 2(x)
(7)

est continue sur Q .

On dira enfin que N est borné & 1l'infini si, pour chaque x € Q,

(1.3) H(x , QNV) < +® pour tout voisinage V de x
ou encore

(1.4) LQ N(x ’ dy)(l - ox(y)) < + © pour chaque fonction unité locale o .,

(6) Voir & ce sujet le n® 2.2 de l'exposé n® 3 de ce séminaire [8].

(7) On donnera, au n°® 1.6, un exemple de noyau singulier de type semi-continu et
non continu.
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Ceci étant, voici le deuxidme exemple d'opérateur presque positif sur Ci((ﬁ :

THEOREME 1.4. - Soient N un noyau singulier sur Q, v , yi (1 <4i<n)

des fonctions de B(Q) , et o une fonction unité locale sur Q (no 1.1).

Pour chaque f € Ci(Q) et chaque x € , on pose :

(s2(x) = v(x) £(x) + 2 vi(x) D, £(x)
(1.5) =l

i + W, ap)le(y) - o (7)(5(x) + .% b, £(x)(y" - ©))] .

Alors

(1) Pour chaque f € Ci(Q) , of € B(Q) et f —> Sf est un opérateur

presque positif défini sur CE(Q) (ne 1,2), et continu (8) de Ci(Q) dans B@».

(2) Pour que S app}ique CE(Q) dans C(Q) , 11 faut et il suffit que les
coefficients vy et yl (1 <1 < n) soient continus et que le noyau singulier

N soit de classe CO o

(3) Pour que S satisfasse au principe du maximum positif (n® 1.2), il faut et

il suffit cue N soit borrné a 1'infini et que

11.6) y(x) + fQ N(x , day) (1 - ox(y)) £0 pour tout x e Q .

(4) Pour cus S satisfasse au principe du maximum positif local, il faut et il

suffit que N soit nul et vy <O .
Enfin, S dét~ormine entidrement le noyau singulier N :

(1.7) sf(x) = fQ N(x , dy) £(y) pour tout f € Ci(Q)

_ telle que x ¢ supp T .

Un opérateur S de la forme (1.5) sera appelé opérateur (presque positif) de

Levy sur Q5 ¢t N sera appelé le noyau singulier de S .

On dira que S est de classe CO s'il applique Ci(Q) dans C(Q) et de classe

semi-continue si le coefficient vy est continu et si N est de classe semi~

continue. Ces notions sont invariantes par difféomorphisme :

LEMME. - Soient A un C2—difféomorphisme de Q sur un ouvert & de R ’
N un noyau singulier sur Q et S un opérateur presque positif de Levy sur Q

admettant N comme noyau singulier.

(8) Pour les topologies sur Ci(Q) et B(Q) précisdes au n° 1.0.
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(1) Le noyau ¥ transporté de N par A (¥(x , w) = NA™HE) , A7) ,
ioea, vTrE(Ba 1
C (resp. de classe semi-continue), il en est de méme de N .

) est un noyau singulier de Levy sur Q.8i N est de classe

(2) L'opérateur S transporté de S par A [gf = S(% o p) © Afl ’ fe Ci(a)]

est un opérateur presque positif de Levy sur Q de noyau singulier .81 s

est de classe CO (resp. de classe semi—continue), il en est de méme de S .

Remarques. — On établira le théordme au n° 2.8, et le lemme aux numéros 2.7 et

2.12 ci-dessous. On note ici seulement que :

(¢) Dans la relation (1.5), 1'intégrale a un sens d'aprés (st) et la propriété
(i) de o (nm° 1.1), car la fonction
n . .
i
y —> £(y) - o (Mlex) + Z D, £(x)(y" - x7)]
i=1
est & support compact dans Q gréce & la présence de o , et majorée par

Cte x Iy - xl2 au voisinage de X (formule de Taylor) puisque f est de classe
2

c .
(ﬂ) Dans le lemme, pour mettre 1l'opérateur S sous la forme (1.5), on peut pro-
céder comme suit : on note & = A—l y 5k = —QE , et, étant donnés fe Ci(ﬁ) et
%

e ,onpose £f=FoA et x=28(%) ;onaalors ST(X) =sf(x) ,
xS~ k
Di f(x) —%{ Dk £(%) Di A (x)
et (formule de Taylor appliquée & &t ),

v w2 g al) - E ) =1 5 FEON) - )

h h 2 £ i
+ T (6My) - M)W () - () v, (x, ),
h,%
h,%
ou wi P est une fonction continue sur Q x Q . D'ou, compte tenu de ce que
9

% 5h €D D, A (x) = 5i (6 = A°%)

z%ﬂmf-ﬁ=§§fEWM-%>
f35 5@ T () - )G - ) oy a5y ,(x . ¥)
k h,% i !

et, en substituant dans (1.5),
5(%) = §(3) ¥(8) + I 7%) 3, £(%)

+ [ W&, @IEG) - (7 EE) +2 B, HOGE - #NI
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ol 1'on a posé v(%) = y(3(%)) ,

F8) = 2 vM(a(2)) p, A(s(3))

-z o8z, a9) o (1) - B () - £ Zo, 25x) 4 (e, )

et (%, 7) = o(a(®) , a(¥)) .

(y) Une modification de ¢ en entraine une des coefficients Y o yl , mais lais-

se invariante la forme (1.5) de S .

1.5. = On peut alors énoncer la caractérisation des opérateurs presque posi-
tifs :

— THEOREME 1.5. - Soient D un sous-espace vectoriel riche de CE(Q) (n° 1.0),

et A une application linéaire de D dans B(Q)

Pour que A soit presque positive (n® 1.2), il faut et il suffit qu'il soit de
la forme Af =Pf + Sf (fe D), ou P est un opérateur différentiel de diffu-
sion sur Q (n® 1.3) tel que P1 =0 (9), et S un opérateur presque positif
de Levy (n° 1.4) s la partie principale dtordre 2 de P et le noyau singulier

de S étant déterminds de fagon unique par A .

De plus, pour que A applique CE(Q) dans C(Q) , il est nécessaire que P
et S soient de classe semi-continue, et suffisant que P et S soient de
classe P (n° 1.3 et 1.4) (10).

Enfin, pour que l'opérateur A satisfasse au principe du maximum positif, il

| faut et il suffit qu'il en soit ainsi de S (11).
(Voir la démonstration au n® 2.10.)
COROLLAIRE 1. - Toute application linéaire presque positive d'un sous-espace

riche (n° 1.0) de Ci(Q) dans B(Q) (resp. C(Q) ) se prolonge de fagon unique
en une gpplication linéaire continue de CE(Q) dans B(Q) (resp. C(Q) ) (12).

Cet énoncé est une conséquence immédiate du théoréme précédent, compte tenu de la

continuité de P et S (n°1.3 et 1.4). On 1'établit directement aux numéros 2.2 & 2.5.

q / . 3 . 3 rd \ . 7 .
() 1 désigne ici la fonction constamment égale & 1l'unité. Voir la remarque 1
ci-dessous & lu fin de ce numéro.

(10) Voir le n® 1.6,
(11) Voir la remarque 1 & la fin de ce numéro.

(12) Ci(Q) , C(Q) et B(Q) étant munis des topologies précisdes au n° 1.0.
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COROLLAIRE 2. - Toute application lindaire de c;(Q) dans B(Q) satisfaisant

au principe du maximum positif local (n® 1.2) est un opérateur différentiel de
diffusion (n° 1.3).

(Au n° 1.7, on déduira le théordme d'Aisenstat de ce résultat.)

COROLLAIRE 3 (Forme explicite d'un opérateur presque positif). - Soit A un
opérateur presque positif de Ci(Q) dans B(Q) . A est de la forme (pour
f e Ci(Q) et xeQ) :

!’Af(x) = 5 a™(x) D, D, £(x) + E b (x) D, £(x) + v(x) £(x)
(1.8) < 1,J=1 1=1

. e e, alely) - o (3)(20x) + .§1 b, 2(0)(t - &,

ou & ,b" (1<i, j<mn) et y sont des fonctions de B(Q) (la matrice
[alJ(x)] étant symétrique et positive pour chaque x e Q ), et ou N est un
noyau singulier (n° 1.4), et o une fonction unité locale (n° 1.1) sur Q . De

plus, A détermine entidrement le noyau singulier N par la relation :
(1.9) fQ N(x , dy) f(y) = af(x) pour tout f e ci(@) et tout x € Q

tels que x ¢ supp £ ;5 et, une fois o fixée, les coefficients atd ’ bt et v

(1 < i < n) par les relations :

(1.10) at(x) = S [alel D) - [z, &) okv) AT ()

(11, j<n, xe Q) ,

(1.11) bl (%) = A(ci)(x) (1gig<n, xeq) |,

(1.12) v(x) = 40 )(x) (xe® .

En outre, pour que A donné par (1.8) satisfasse au principe du maximum, il

faut et il suffit que le noyau singulier N soit borné & 1'infini et que

(1.13) Y(X) + jg Nx , dy)(1 - OX(Y))~S 0 pour tout x e Q .

Le noyau singulier N sur ( , associé & 1l'opérateur presque positif A par la

relation (1.9), sera appelé le noyau singulier de A .

Cn peut caractériser comme suit les noyaux singuliers de classe semi-continue

(n° 1.4)

(13)_Qn rappelle que l'on a posé 0;(Y) = GX(Y)(yl -x) (1gign) (n° 1.1).
Les a sont, en réalité, indépendants du choix de o .
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COROLLAIRE 4. - Soit N un noyau singulier sur Q . Pour que N soit de classe
semi-continue, il faut et il suffit qu'il existe un opérateur presque positif A

sur  , appliquant Ci(Q) dans C(Q) et dont N soit le noyeu singulier.

Remarque 1. - Dans 1'énoncé du théordme ci-dessus, on normalise P par la condi-
tion Pl = 0 afin de situer dans S 1le terme wv(x) f£(x) de la relation (1.8), ce
qui permet d'obtenir le principe du maximum positif pour S en méme temps que

pour A .

Remarque 2. — On pourrait déduire du théordme 1.5 et de ses corollaires, une ca-
ractérisation des formes linéaires T sur Ci(Q) satisfaisant au principe du ma-

Ximum positif en un point x € Q:

fec‘;(Q) et f(x) =supf 20 => (T, £f)<0 ,

comme distributions d'ordre 2 parties finies en x d'une mesure >0 sur
O~ {x} (voir & ce sujet, la remarque du n°® 2.2 ci-dessous, ainsi que le lemme du

n® 5.7 de 1'exposé n° 3).

1.6. = Un contre-exemple. — Avec les notations du théoréme 1.5, lorsque A

applique Ci(ﬁ) dans C€(Q) , on souhriternit que P et S soient tous deux de
classe CO , et ps seulement de classe semi-continue. Il n'en est p-s ~insi, comme
le montre le contre-exemple suiv-nt d& & J. NEVEU : On prend n=1, Q=R , on

désigne por ¢ une fonction de C(R) , et on pose, pour fe Ci(R) , xe R :

Af(x) = —2— [f(x + 3(x)) + f(x - 8(x)) - 2f(x)] si &(x) #0 ,
[a(a) : ’ ) 7
af(x) = 0° #(x) si #(x) =0 (p = -ad;) )

A satisfait eu principe du maximum positif, applique Ci(R) dans C(R) , et son

noyau singulier N est donné par :

_ 1
N(x , .) = 1[@#O](X) m (€X+@(X) * EX—Q(X)) ;

d'ol on déduit que,
b(x) = 1,00 0% 2 + Iy w s e - 2T

autrement dit,
A=P+38 ,

Pf(x) = 1[@___03(}{) p° £(x) et Sf(x) = JFR N(x , dy)(f(y) - £(x)) .
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P et S sont de type semi-continu, mais pas de type continu (n°® 1.3 et 1.4).

Ainsi, dans la décomposition A =P + S d'un opérateur presque positif A en la
somme d'un opérateur de diffusion P et d'un opérateur de Levy S , la propriété,
pour A , d'appliquer Ci(Q) dans C(Q) ne se transmet pas & P et S : chacun
de ces deux termes pouvant comporter des irrégularités qui se compensent par addi-

tion.

L'examen des relations (1.10), (1.11) et (1.12) (n° 1.5), qui donnent les coeffi-
cients de P , est & ce sujet instructive : Supposant donc gue A applique Ci(Q)
dans C(Q) , on voit d'abord que les coefficients vy et bt (1 £1ig n) (sur
lesquels il y a une certaine indétermination & cause de leur transfert possible de
P a s) peuvent &tre choisis continus (mais ceci, en ce qui concerne les coeffi-
cients yi , sans que 1l'on puisse les répartir entre P et S de sorte que cette

continuité soit préservée par difféomorphisme). Posant ensuite,

Eij(x) =-% A(oi oi)(x) ’

) =L 0, ay) X) ody) (st i<n, xe
'é(x ’ E;) = lZJ alJ(X) @i g,j et al(x ’ ";) = 123 a;J(X) Ei gJ (’::; € Rn) »

pour chague x , les formes quadratiques E(X , .) et al(x 5 .) sont positives,

pour chaque € , la fonction al. , §) est continue, et la fonction al(. ’ §)

semi-continue inférieurement (n° 2.10, alindas (B) et (g)) ; et la relation (1.10)
-

signifie que la forme quadratique a(x , g) = ,Z, ala(x) gi gj , définissant la
i

’
partie principale de P , est la différence a(x ’ g) - al(x s g) .

Autrement dit, on voit que, 1'opérateur de Levy S de classe semi-continue étant

donné, les opérateurs de diffusion P qui, ajoutés & S , sont susceptibles de
compenser l'irrégularité de S pour donner un opérateur presque positif A =P+S
appliquant Ci(Q) dans C(Q) , sont exactement (14) ceux dont la partie principale
a(x , E) est de la forme alx , g) - al(x R g) , ou a(x, .) est une forme qua~
dratique positive pour tout x , et al. , g) une fonction continue pour tout g
(avec évidemment &(x , €) = al(x , £) pour tout x , € ). En particulier, lorsque
N est de classe CO ’ al(. ’ g) est une fonction continue pour tout g (voir le
lemme 2.7), et on peut prendre P = O . Lorsque S n'est pas de classe CO , il
serait intéressant de connaltre (loquu‘il y en a) les éléments minimaux de 1'en-

semble des a (avec la propriété de continuité en x ) majorant a (semi-continu

1

(14) Cette condition est nécessaire d'aprés ce qui précéde ; elle est aussi suf-
fisante ainsi qu'il résulte du n°® 2.11 ci-dessous.
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inférieurement en x ). Il serait aussi intéressant de caractériser les opérateurs
de diffusion P de classe semi-continue pour lesquels il existo un opérateur do

Levy S tel que A =P + 8 applique C2(Q) dans c(Q) .

o
1.7. = Le théordme d'Aisenstat, énoncé au § 0, est une conséquence du corol-
laire 2 du théoréme 1.5 : en effet, le principe du maximum positif local pour A
entraine que Af(x) = 0 pour toute fonction f € C2(Q) nulle au voisinage de x ;
donc que A est de caractdre local (supp Af c suppf , 7 f € CZ«))) . I1 suffit

donc de considérer la restriction de A a Ci@ﬂ) pour conclure.

1.8. Remarque : Semi-ellipticité et ellipticité de la partie différentielle. -

Afin de ramener son axiomatique du probldime de Dirichlet au cas classique d'un opé-
rateur elliptique du second ordre, TAUTZ cite, et utilise dans [9], p. 229, le
théordme d'Aisenstat énoncé ci-dessus au § O, mais ceci en incluant dans la conclu~
sion le fait que la matrice [aij(x)] est "définie positive" en chaque x € Q .
Cette assertion est évidemment abusive puisque le principe du maximum local est sa-
tisfait par les opérateurs P de la forme (1.2), la matrice [aij(x)] étant seu-

lement positive, mais éventuellement non définie (dégénérée).

§ 2. Démonstrations des résultats du § 1.

e

2.1. LEMME préliminaire. - Soient K un compact de @ , et © une fonction

de Ci@?) telle que 00 <1 et 6(y) =1 pour tout y e K .
Alors, pour tout x € Q , et tout y e Q,
n 2
(2.1) l£(y) | <5 an(g) e(y)ly - x|

pour toute fonction f € CE(Q) & support dans K et telle que

_(2.2) f(x) =0, Dif(x)=0 (1<1ign) .

En effet, cela résulte de la formule de Taylor avec reste sous forme intégrale
appliquée & f qui s'éerit, compte tenu de (2.2) et aprés avoir prolongé f &

R™ tout entier par O hors de Q :

n . . . . 1
(23) 1) = I G- - oD 0y 2z + 4(y - )1 - 1) at .
1,J=

2.2. - On commence par la propriété énoncée dans le corollaire 1 du n® 1.5 :

le caractére presque positif de A entraine sa continuité de Ci(Q) dans B(Q) .
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Tout d'abord, la forme la plus simple de ce résultat, qui montre bien ce qui se

passe :
LEMME. - Si A est une application linéaire presque positive (n° 1.2, proprié-
t& (P)) de Ci(Q) dans B(Q) , A est continue.

En effet, en vertu du théoréme du graphe fermé, il suffit d'établir que, pour
chaque compact K de Q et chaque x € @, il existe une constante c(K , x)

telle que

(2.4) lar(x)| < e(K , %) Hf“(g) pour tout f € Ci(K) .

Or, désignant par ¢ une fonction unité locale (n° 1.1), on définit ({ X etan'b
jei fixé ainsi que K ) une fonction £, de C} (Q) en posant, pour f € G (K)

et yeQ,
(2.5) £.(y) = £(y) = £(x) o, (y) - 2-1 D; £(x) o (y) 3
=
et on a
(2.6) f = £(x) oy * ,Z Dy £(x) c £,
i=1
et
(2.7) fx(x) = Dy fx(x) =0 (1lgign) &

Appliquant A aux deux membres de (2.5), on obtient :
- (2.8) Af(x) = £(x) Aoy ) (x) + Zl Dy £(x) A(o‘l) (x) + AL, (x) .
i=

Par ailleurs, d'apres le lemme prelun:.nalre, et (2.7), désignant par y, une
fonction de C (Q) telle que

-0 et \yx(y) = ly - xl?‘ pour tout y € K u supp Oy s

\Y

¥x
on a

lfxl é% ilfxH (2) ¥x

done, en vertu du caractére presque positif de 4 , puisque fx(x) = ¢x(x) =0,
n
(2.9) |ar_(x)| € 5-!f£l(2).A¢ (x)

L'existence de c¢(K ’ x) en résulte : d'aprés (2.5), il existe une eonstante
et (X ’ x) telle que
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foﬂ(2) <c' (K, x) Nfﬂ(z) pour tout f € Cﬁ(K) :
d'ol, d'aprds (2.8) et (2.9),

lar(x)| < 40 (x) + % |Aoi(x)| +%c'(K » x) Ay _(x)] HfH(g) .

i=1

C. Q. F. D.

Remarque. — La démonstration précédente établit en particulier que, si U est un
sous-espace vectoriel de CE(Q) tel que d;(Q) c U : est distribution d'ordre 2
sur Q toute forme lindaire T sur U pour laquelle il existe un point x € Q

tel que,

fed, £20 et flx) =0 => (T, f)>=0 .

2.3. = Dans le cas général o A est seulement définie sur un sous-espoce
(riche) D de CE(Q) , le théoréme du graphe fermé n'assure plus l'uniformité lo-
cale en x de (2.4). I1 faut donc affiner la démonstration précédente pour lui
faire rendre cette uniformité. Suivant WALDENFELS dans [10] et [11], on peut procé-
der comme suit : Fixant un compact K et un point X de Q , on va construire,

i

pour x voisin de Xy v des fonctions ﬂg ’ nx (1 €i<gn) et P qui joueront

i ‘ . . 2y s
le r8le de Og v Op » ¢X du numéro précédent, mais avec, en plus, la propriété que

a(x) + T ()] + s ()

sera borné pour X voisin de Xy Précisément :

B 2.4, LEMME. - Soient D un sous-espace riche (n° 1.0) de Ciﬁﬁ) , et A
une application linéaire presque positive (n® 1.2) de D dans B(Q) . Alors,
pour tout Xy € O et tout compact K de Q , il existe un compact LO, univoi—
sinage V de X, dans Q , et, pour chaque x € V , des fonctions ﬂx ’ ﬂx

(1 1< n) et Py de D a support dans L , de telle sorte que :

D'une part, pour chaque x € V ,

(2.10) ﬂg(x) = ] et Dk ﬂz(x) =0 pour 1 <k<<n ,
(2.11) ’ﬂ;(x) =0 et D, ﬂ;(x) = 511{ pour 1<i,k<n ,
(2.12) @X(x) =0 et 1K(y)|y - x|% g mx(y) pour tout ye Q .

Dtautre part,

(2.13) sup Hﬂin(z) < 4o (0gign) ,




2-16

(2.14) sup |an (x)| <+«  (1sisn) ,
xeV

(2.15) sup A;ox(x) <+
xeV

Soient donc X5 € Q, et K un compact de Q .

(¢) On construit d'abord des fonctions Tlg R 71,1{ g see o ni . Pour cela, on dési-
gne, pour chaque y € Q, par S(y) 1la matrice :

oxo(y) D cxo(y) cee Dn GXO(Y)

1 1 1
o. (y) D, o () +ee D_o_ (y)
xo 1 xo n XO

oe e e e s e LN ]

n n n

o. (y) D, o, (y) e D_o_ (y)

X5 1 X, n Xy ’

|

et on remarque que S(xo) étant la matrice identité par définition de Oy et
. 0

des G;Lc (n° 1.1), S(x) est inversible pour tout x assez voisin de Xy -
0

Utilisant alors le fait que D est riche (n® 1.0), on peut trouver un compact
L1 de Q , un voisinage relativement compact Vi
f‘o ’ fl s eee  de D 2 support dans L1 approchant respectivement

1

O. 5 ese o}r: d'assez prés en norme || || () Pour que la matrice

o %o 0

de Xy s et des fonctions

—

[0(x) D, £2(x) ... D_ £ (x)
fx) D £(x) .o D £

£x) D, () ... D )

soit inversible pour tout x eV, .

Des:.gnant pour chaque x € V1 , par T(x) = ('r (x)) la matrice inverse

1<i,ken
de S(x) , on note que les fri( ) sont des fonctlons cont:Lnues done borndes sur

Vl,et on pose, pour erl,
. n . .
‘rﬁ‘(: 2 'rg'(x)f‘]  (0gign) .
j=1

Il est facile de vérifier que les fonctions n:’c (lgign, xe€ Vl) ont les

propriétés requises.



2-17
(B) On construit ensuite les fonctions Oy a partir des fonctions ng yeoey ﬂg .

Pour cela, on désigne d'abord par 6 une fonction de Ci(Q) , telle que 0§06 <1
et 6(y) =1 pour tout y € KU V1 , On pose

2
¢X(Y) =o(y)ly - x| pour x€Q, yeQ ,

et on remarque que l'application x —> Wx est continue de Q dans Ci(LZ) ’

ou L2 désigne le support compact de 6 . Ainsi, pour tout € > 0 , il existe un

voisinage relativement compact VZ(E) de Xq dans Q tel que, pour Xx € V2(s) ’

(2.16) v, - \;;XO[\(Z) <e, lq,xo(x)l <e et | q,xo(x)l <e (1gignm) .

Par ailleurs, puisque D est riche, il existe un compact L3 de  contenant

L2 4 son intérieur, et pour tout € > 0 une fonction g de D telle que

(2.17) ng - “’-xO“ (2) € et supp g, < L .
Posant alors, pour x € Vz(e) nv, ,
(2.18) @ =g -g (- 5:1 D g (x) T ,
on remarque que ¢f € CX(L, v L) et que, pour x € V,(c) n ¥, ,
l@-%Mnﬂ@-%Jm+M%-M@whgwwﬂm)
SRUERCIN T

Compte tem de la propriété (2.13) de ni ) eeey TE, et do (2.16) et (2.17),
on en déduit l'existence d'une constante c¢ > 0 telle que’

“CP;Ec - ¢xll(2) § ce pour teut e >0 et xe Vy(e) nV,
Ainsi, prenant e = eq sﬁs , ON a
€0 1 ‘ )
“(Px - ‘l'x“(z) S pour tout x € Vy(eq) NV,

Par silleurs, d'aprés sa définition méme (relation (2.18)), on a

€ €
0 0
Py (%) =0 et D; ¢, (x) =0 (lgign, xevz(eo)nvl) 3

donc, d'aprés le lemme préliminaire (n° 2.1), pour ye K et xe Vyleg) n V¥, ,

€ €
0,00 = 10| €5 lloy = il (2) ) $ 7 00
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Et finalement,

3
0]
¢x(y) < 2¢x (y) pour X € Vz(eo) nV, et yek .

€
. 0]
I1 suffit alors de prendre V = V2(EO) nv, , L=1L v L3 yet g =2,

pour obtenir les propriétés annoncées.

Le lemme est ainsi établi.

2¢5. = A partir du lemme 2.4, on établit le corollaire 1 du théoréme 1.5 par
la méthode employée au n® 2.2 s il suffit (voir le n® 2.3) de remplacer les fonc-
1

R n 0 1 n .
tions Oy » Oy 5 *ee 5 Op Par T, T s ooe s My s et {, par ¢  pour obtenir

x
(avec les notations du lemme 2.4) :

0 n .
|af(y)| < =up (an, (%) + ii AT () |+ A, () |I8]] 5

pour tout x& V et tout f& Ci(K) .

2.6. - Un développement de Taylor A f (f e Clzc(Q)) convenablement normali-
sé va jouer un r8le essentiel dans la démonstration des théorémes 1.4 et 1.5 : Dé-
signant par ¢ une fonction unité locale (n® 1.1), on pose, pour chaque f € CE(Q),

xeQ, yeQ,

n X n i .
- 1 1 i J
(2.19) 1 1(y) = £(x) o (y) + izl D, £(x) ol (y) +3 151 D; Dy £(x) o (y) o3(v)
et
f(y) -1 £(y)
(2.20) Ax f(y) = S 5 si y#x ,
ly - x|
(2.21) b, f(x) =0 .
LEMME. - Pour chaque f € ci(o) ,
(u) 1la fonction (x , y) —> B, f(y) est continue sur Q x Q ,

(uu) il existe un compact L de Q tel que A, £ a son support dans L
pour tout x € Q,

(uwuu) pour tout X, € Q, 1lim ”Ax £ -0, £l =0 .
- X=X 0

En effet, la continuité de (x , y) —> by f(y) en un point (xo , yo) tel

que x, # y, résulte clairement de (2.20). La continuité en un point (xo , XO)
résulte de la formule de Taylor, avec reste sous forme intégrale appliquée a f ,

qui domne, pour (x , y) assez voisin de (XO , xO) , en vertu de la propriété (i)



2-19
de o (n° 1.1) :

-1 = 5 G-, Do, D, £(x+t(y - 2)) - D, D, £(x)1 - ¥) at .
i,j=1

D'ou la propriété (u).

La propriété (uu) résulte de ce que f est & support compact et de la propriété
(ii) de o . Enfin, (uuu) résulte de (u) et (uu).

C. Q. F. D.

2.7. Invariance par difféomorphisme des propriétés de régularité des noyaux

singuliers.

LEMME. - Soient N un noyau singulier sur Q de classe semi-continue (n° 1.4)

o une fonction unité locale sur Q , et v une fonction de B(Q) positive et

semi-continue supérieurement telle que, pour tout f e Ck(Q) , la fonction
2
X — fQ Nz , ay)ly - x|° £(y) + v(x) £(x)

s0i% continue sur Q. Soit, par ailleurs, & une fonction continue sur Q x Q et
f e Ck(Q) . Alors,

(v) La fonction x —> JQ N(x , dy)]y - X|2 o(x ’ y) f(y) + v(x)@(x ,X) f(x)
est continue sur Q . En particulier, si N est de classe CO , la fonction

X — J& N(x , dy)ly - xlz 8(x ’ y) f(y) est continue sur Q .

(vv) S5i N est de classe CO , pour 1 <i, j<n, la fonction

x —> do i, )Gt - DG - ) e, ) 2()

est contimue sur o (12)..

En effet (16), posant, pour chaque f € Ck(Q) et xe Q,
[5G, o) 2 = L nx, an)ly - 22 2) + o(m) 200

on définit, d'aprés 1l'hypothése sur v , un noyau continu ¥ sur o (3f e c(Q)

pour tout f e Ck(cﬁ) . Posant alors @1(x , v) =d(x , y) £(y) , et

F(x) = va w(x, ay)ly - x| a(x, ¥) £(y) +v(x) 8(x, x) £(x) = JQ Mz, ay) & (x,¥) ,

on a,

F(x) - Pxy) < IQ M(x , ay)le,(x , v) - 8,(x5 » ¥)l

+ lurQ 1{:{(X ’ dY) @1(3{0 9 Y) - J.IQ i‘T(XO ’ dy) él(xo ’ Y)I .

(15) Voir le n° 1.6.

(16) Les iddes de cette démonstration sont dues & J.-M. BONY.
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Lorsque x tend vers x, , le deuxieme terme tend vers O & cause de la conti-
nuité de N . Le premier est majoré, pour x appartenant & un voisinage compact V

de X, » par

H@l(x 9 ‘) - Ql(XO ’ 0)1 ”rQ 1:‘]"(X ’ dY) 9(3’) ’

ou O est une fonction de Ck(Q) positive et égale & 1 sur un compact de Q

contenant les supports des fonctions Ql(x , «) (xev).Dpou (v).

Pour établir (vv), on définit le noyau continu ¥ comme ci-dessus mais avec
v=20:; X, € Q et g >0 étant donnés, on désigne par ¢, une fonction de CkﬁQ)

telle que 0 < 9. S 1, @e(x) =1 pour x voisin de Xy et

(2.22) fQ ﬁ(xo , dy) o (y) <e .

Puisque x —> fQ ﬁ(x ’ dy) ma(y) est continue, il existe un voisinage ouvert
V(s) de X, tel que

(2.23) &D Nz , dy) ws(y) < e et @s(x) =1 pour tout x € V(e) .

Ceci étant, en posant

r (0 =S 06, )G -G -2 e, ) 26)

(7" - ) - %)
ly - x|2

et

(X , ¥) = a(x , y) £(y)

(v #%) , ona

P, () -7 ()| < 1o T s a) ao) w50 )+ 1T s 09) 900 4y (x|

Lr (x, a7) (1 - @) ¥;5(x,9) —I W(xy , ay) (1=, (y) ¥; (=

D'ou (vv), puisque, d'une part, lW (x , y)| étant borné par ||af|| , les deux
premiers termes sont moindres que eHng quand x € V(e) d'aprés (2.23) ; et
d'autre part, la fonction (x , y) —_— (1 - @E(Y)) ¢ij(x , y) étant continue
sur V(e) x Q , le troisidme terme tend vers zéro quand x tend vers X, d'a~
pres (v).

C. Q. F. D.

Du lemme précédent, on déduit 1'invariance par difféomorphisme des propriétés de
régularité des noyaux singuliers (lemme 1.4, alinéa 1)) : avec les notations du

lemme, il suffit de montrer que, si N est de classe CO , la fonction

x —> & 1, @)l - A 12 ()
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est continue sur  pour tout f e Ck(§» . Or, on peut écrire

IA(y) - Mx) |2 = % (ay) - A @)%

ou encore, en développant Al(y) - Al(x) par la formule de Taylor,

IAy) -ax) 2= 2 -G - e, (x, )
ko4 L

ou les fonctions ekz sont continues sur Q x € . On conclut alors en utilisant

1'alinéa (vv) du lemme.

2.8. Démonstration du théoréme 1.4.

() Tout d'abord, en vertu de la propriété (st) de N , la fonction Sf définie
par la relation (1.5) (n° 1.4) est dans B(Q) pour chaque f € CE(Q) . Par ail-
leurs, il est clair que l'application f —> Sf de Ci(Q) dans B(Q) ainsi
défini est presque positive (propriété (P), n° 1.2). I1 résulte donc du lemme 2.2
que cette application est continue de CE(Q) dans B(Q) [on notera que cette pro-
priété de S peut &tre aussi établie sur la forme (1.5) de S en remarquant que,

d'aprés la formule de Taylor avec reste intégral,

n ) .

. {1 - -~ . - - X 1 - 1 =
lim “fnn(2) =0 entraine 1lim sup lfn(y) fn(x) 'i D, fn(x)(y )| =0
n—o o X,yEKxK i=1

pour tout compact K de Q ]. D'oh la propriété (1) du théordme 1.4.

(B) Si S applique CE(Q) dans ¢(Q) , v et yl (1 £ i< n) sont continus

et N est de classe ¢O . En effet, on a d'abord
v(x) = 8(o,)(x) et vi(x) =s(c)(x) (1sisn) ;
on en déduit la continuité de vy et yl en écrivant (par exemple pour vy ) @

v(x) = y(xy) = 8(o, - o )(x) + 8o, )(x) - 8(0, )x)
0 0 0

et en remarquant que, lorsque x tend vers Xy 0 le premier terme tend vers O

en vertu de la continuité de S de Ci((» dans C(Q) , et de la continuité de

1'application x —> Oy de  dans CE(Q) (compte tenu de la propriété (ii)

de o (n° 1.1)) s tandis que le second tend vers 0 puisque S(oX ) € C(Q) par

0
hypothese.

2 . .
Par un argument analogue, on voit ensuite que, pour f e Ck(Q) , l'application
x —> jb N(x , dy)]y - xl2 f(y) est continue : il suffit de remarquer que, po-
sant Fx(y) = |y - x|2 £(y) , 1'application x ——> F_ est continue de Q dans
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CZ(CD et que
k q

I o, an)ly - 12 2) = 8) () (xeq) .

Enfin, soient f e Ck(Q) , et fn une suite de fonctions de Ci(Q) tendant vers

f dans Ck(Q) en gardant leurs supports dans un compact fixe H . On a,
o w6 s el -l 26) - L, apdly 22 0] < fle- g L 9, an) Iy -x12 0)

ou 6 € Ck(Q) vaut 1 sur H U supp £ . D'ou la continuité de

x —> oW, ap)ly - 2?2 2G)

(Y) Inversement, si vy et yl (1 £ig n) sont continus et si N est de
classe CO , of € C(Q) pour tout f € Ci(Q) . Pour le montrer, on remarque que

l'on peut écrire, par définition méme de AX f (n° 2.6, relations (2.19) et (2.20)),

sﬂﬂ=y@)+glﬁu)%f&)+%ww,dww_xﬁaxﬂw
+ -12- i,§=1 D; D, £(x) f@ N(x , dy) o}ic(y) ci(y) .

I1 suffit donc de montrer que les fonctions

x —> fQ m(x , dy)ly - x|° b, £(y) = F(x)
et
X — fQ N(z , dy) c}j;(y) og(y) = Fij(X)

sont continues sur Q .

Or, d'une part, la continuité de Fij résulte du lemme 2.7 déja établi ; d'au-

tre part, on peut écrire :

[#G) - 2(xp)| < [ 16, an)ly ==l oy o) = L 0y s @)y w2 0y o)

+d G, ) ly-xl? oy 2() - a2
0

Dans le membre de droite, d'une part le premier terme tend vers zéro quand x tend
vers x, , d'aprés la propriété (NSé) de N et la propriété (uu) de A, f

X
‘ 0
(n° 2.6) ; d'autre part le deuxidme terme est majoré par

lag € - o, 1 I, aply - =% e(y)

by

ou 0O est une fonction de Ck(Q) positive et égale & 1 sur un compact de Q
contenant les supports des fonctions AX f (propriété (uu) de Ax f, n® 2.6).

D'ou finalement :
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lim [F(x) - F(xo)] =0 ,
X—'XO

d'aprés la propriété (uuu) de AX f . La propriété (2) est ainsi établie.

(8) Afin d'établir la propriété (3), on désigne par (Gn) une suite croissante
de fonctions > O de Ci(Q) comprises entre 0 et 1 et telles que, pour tout

compact K de Q , il existe un entier n tel que en(y) =1 pour tout y € K .

Supposant d'abord que S satisfait au principe du maximum positif, on a, pour

x€(Q et n assez grand pour que en = 1 au voisinage de x , d'une part :

Sen(x) = y(x) + £7 N(x , dy)(1 - GX(Y)) ’
et d'autre part :

sen(x) <0

puisque en passe par un maximum positif en x , d'ou la relation (1.6), et le ca~
ractdre borné & 1'infini de N . Inversement, si (1.6) est satisfaite, et si
f e Ci(Q) passe par un maximum positif en x , on a

p, £(x) =0 (1<1<n) et £(y) - o (y) £(z) < £(x)(1 = 0, (y))
donc,

se(x) < [y(x) + by 1(x , ay)(1 - o (G T 2(x) <0
La propriété (3) du théordme 1.4 est ainsi établie.
Le relation (1.7) découle directement de (1.5). On en déduit la propriété (4),

puisque, si S satisfait au principe du maximum positif local, on doit avoir

Sf(x) = 0 pour tout f e CE(Q) nulle au voisinage de x .

Le théoréme 1.4 est ainsi établi.

2.9. Remarque. - Le caractdére borné & 1'infini du noyau singulier N , lorsque
S satisfait au principe du maximum positif, rejoint le fait que, dans la formule
de Levy-Khindin, la mesure qui intervient est elle aussi bornée & 1l'infini (voir
[2], n° 7, théordme 3, et ci-dessous le n° 3.4).

2.10. Démonstration du théordme 1.5 et de son corollaire 3.

(o) En vertu du corollaire 1 déjd établi aux numéros 2.2 4 2.5 ci-dessus, on part

d'une application linéaire A de CE(Q) dans B(Q) presque positive et de ce

fait continue.

Pour faire apparaitre P et S , on procéde comme suit : Désignant, pour chaque
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x €, par ¢ la fonction y —> |y - xlz , on considére une fenction unité
locale ¢ (n° 1.1), et, pour chaque f € C (O) et x e O, les développements
Tx f et Ax f associés (n° 2.6), de telle sorte que

2
(2.24) £=1_f+y b f (xeq, fec () .

Comme T fe 02(9) , cette relation entralne que w A f appartient aussi a
Z(Q) ; on peut donc appliquer A aux deux membres de (2 24), ce qui donne :
(2.25) ar(x) = aA(T_ £)(x) + Ay, b £)(x) .
On va étudier chacun des termes figurant au second membre de (2.25) :
(B) Le terme A(T f)(x) définit un opérateur différentiel semi-elliptique P

en explicitant T f (relation (2.19), n° 2.6), on obtient en effet, pour f € Ckgﬂ

et xe Qs

(2.26)  Be(x) =4z, 2)(x) = 3 &(x)n D, 2(x) + ?:1 bi(x) b, £(x) + y(x) £(x)
i,j=1 iz

ou l'on a posé :

(2.27) 59(x) =LAl oN®) (1gi, 5sn)
(2.28) bi(x) = A(Gi)(x) (1gi<n) ,
(2.29) o oy(x) = alo )(x)

les fonctions &7 ’ bt et vy étant boréliennes et localement bornées sur Q ,

ainsi qu'on le voit (par exemple pour atd ) en remarquant que 1l'application
X — A(G; G;) de Q dans B(Q) étant continue (17), on a

[s]

~IJ(X) - A(d OJ)(X) = lim Zb 1Un(x) A(oin Gjn)(X)
Noo Q= X X

q q
o, pour chaque =n , (UE) <0 est une partition borélienne de Q telle que le
diamétre de Ug soit moindre que % , et ou, pour chaque n , q , xg € Ug .
De plus, si A applique CE(Q) dans C(Q) , les fonetions &9 , b*
sont continues sur Q : on le voit en écrivant, par exemple pour bl S

et v

bH(x) = vi (o) | < lalol - X V@) + 1A} ) (@) - alo} Nzp) |
0 0 0

(17) Comme composée de X —> or ¢ , continue de Q dans Cz(Q) d'aprés la
X X k

propriété (ii) de o , et de A (lemme 2.2).
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Lorsque x tend vers Xy le premier terme tend vers zéro 4 cause de la continui-

té de l'application x —> A(c;) de Q dans B(Q) , tandis que le mecond taend
vers zéro puisque A(c;) e ¢(Q)) par hypothdse.

Enfin, la matrice féij(k)] est positive :
S .ij iy2
Lowx) g gy = MC gy o)) ()
i’j=1 i
est > 0 d'aprés le caractére presque positif de A , la fonction
i 2
dtant >0 et nulleen x .
(y) Le terme A(\lrX A £)(x) , figurant dans la relation (2.25), va donner nais-
sance au noyau singulier N :

LEMME. - I1 existe un noyau singulier N (n° 1.4), et un seul, tel que

(2.30)  aly, &)(x)

it

JQQ m(x , dy) ¥ (v) ely) (18 pour tout x € Q
et toute fonction g € Ck(Q) telle que ¢X g € Ci(Q) .

En particulier, pour g =4 f (fe Cﬁ(Q)) ’
(2.51) Ay, b, £)(x) = I 1x s ) v () 8, 2

De plus, si A applique Ci(ﬂ) dans C(Q) , N est de classe semi-continue
(n°o 1.4).

On va construire le noyau N(x , dy) = N(x , dy) ¢X(y) : Pour cela, on remarque
d'abord que, x € Q étant fixé, l'application g —> A(wx g)(x) est, en vertu
du caractdre presque positif de A , une forme linéaire positive sur le sous-espace
H de Ck(Q) formé des fonctions ge Ck(Q) , telles que Yy _ g€ CE(Q) . Comme

Ci(Q) c H, il existe une mesure de Radon N(x , .) et une seule sur Q telle que
(2.32) Ay, &)(x) = [y T(x s ay) ey) = Te(x)  (geB) .
En particulier, pour chaque f € CE(Q) ,
(2.53) My b, D) = Jo G, ay) 82
. 2
puisque ¢X Ax f=17f- Tx f e Ck(Q) .

En outre, pour chaque g € Ck«)) , la fonction x —> Ng(x) est borélienne et

(*%) ka(Y)=ly—XI2 pour ¥ ,y€ QxQ .
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localement bornée sur Q : Il suffit de vérifier que, pour g € Ci@)) , la fonction
x —> A('J;X g)(x) est dans B(Q) , ce qui résulte de la continuité de
X — A(wx g) de  dans B(Q) par 1'argument utilisé en (B) ci-dessus.
De plus, si A applique Ci((ﬁ dans C(Q) , N est un noyau contimu sur €
ﬁg e ¢(Q) pour tout g € Ck(Q) .

D'abord, si g e CE(Q) , on a

Vg(x) = Ay, &) (x) (x e Q)
par définition de N s et 1a fonction x —> A(¢ g)(x) est continue ainsi

~1 , .
qu'on le voit comme en (B) ci-dessus pour la fonctlon 51J | en &crivant :

Ay, &)(x) - A(¢XO g)(x,)|

< laly, (=) - aly, @@ + aly, e)(x) - aly, x|
0 0 0

et en utilisant la continuité de A et de x —> Wx g pour le premier terme,

et celle de A(¢X g) pour le second.
0

Ensuite, si g est une fonction quelconque de Ck(Q) , i1 suffit de considérer
une suite (gn) de fonctions de Ci(Q) ayant toutes leur support dans un compact
L de Q et telles que lim|lg - g|| =0 : 51 6 est une fonction de C2(Q) po-

oo o0 k

sitive et égale & 1 sur L , on a
Mg, - (@) < llg, - o Tolx) 5
ce qui montre que la suite ﬁgn converge vers ﬁg localement uniformément ; d'ou
la continuité de g .
Posant alors, pour x € 2 et w e @Q ,

1

I tz 1 (Y) 9
y - X

N(X ’ W) = £7\{x} ﬁ(x ’ dY)

on obtient un noyau singulier N sur Q 1ié a W par la relation :

(2.34) I nx, a)ly - =l £() + Flx , (=) 2(x) = Be(x) (£ ec @) ,
ot satisfaisant donc les relations (2.30) et (2.31) en vertu de (2.32) et (2.33).

De plus, N satisfait 1a relation (1.9) (corollaire 3 du théoréme 1.5), puisque
toute fonection f € C (Q) telle que x é supp £ est de la forme wx g ou

g € C?(Q) , et N est déterminé de fagon unique par cette relation, puisque

V(X ’ {X}>
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En outre, lorsque A applique Cz(CD dans €(Q) , le noyau N est de classe
semi-continue : En vertu de (2 34), et de la continuité du noyau N établie ci-
dessus, il suffit de vérifier que la fonction x —> N(x ’ {x}) est semi-
continue supérieurement sur . Or, considérant-une suite décroissante (o°) de
fonctions. unité locales sur @ telle que 1A e igf oo (A désignant la iisgonale
de QxQ), on a,

~ ) - n
N(x , {x}) = inf J.Q Nz , dy) o (x, ¥) 3
n
d'ou la semi-continuité supérieure cherchée, puisque, pour chaque n , la fonction

x —> fé Mz, dy) ™z , y) = ﬁ(cﬁ)(x)

est continue & cause de la continuité du noyau N , en vertu d'un argument standard

déja utilisé pour établir le lemme 2,7 ci-dessus.

(8) Développant le terme A(xlfx Ax £)(x) au moyen de 1'expression de Ax f
(n° 2.19) et de (2.31), on obtient :

wa%fxﬂ=g>mx,wxﬂw-c;wuu>+§1%fux#-x%n

(2.35) = ' j
-1 i,§=1 D, Dy £(x) I 1=, ay) ok(v) od(») .

Ce qui donne exactement 1'expression (1.8) de Af(x) en rapprochant (2.35) de
(2.25) et (2.26) ci-dessus ; les coefficients aij ’ bi et vy étant donnés par
les relations (1.10), (1.11) et (1.12) (n° 1.5), compte tenu de (2.27), (2.28) et
(2.29).

Le caractére positif de la matrice [alJ(x)] peut &tre établi comme suit:

1<i, jsn
En vertu de (1.10), on a, pour chaque E = (gi) e R®,

B ORI DR SRR R

ol 1l'on a posé
2 142
= (‘z gi Gx) L]
i=1
Notant que h e CE(Q) , h>0, et n(x) = D, h(x) =0 (1gi<n), onest rame-

’ -
né au lemme suivant :

LEMME. - Pour tout h € Ci«}) et tout x e Q , tels que

(2.36) h >0 et n(x) =Dy n(zx) =0, (1gign) ,
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on a
t_ Anh(x) - ﬂn N(x , dy) h(y) 20 .

BEn effet, désignant par ¢ une fonction de Cﬁ(@) comprise entre 0 et 1 et
dégale 3 1 au voisinage de x , on a, d'aprés le caractére presque positif de A ,
et (2.36),

an(x) 2 &4((1 - 9)n)(x)

done,
wm(x) - |, w(x , ay) n(y)
(2.37) aMu—wMMﬂ—f mx,wxl-mhw>-fwu;aw¢mw
> - fQ (x , dy) oh(y) , d'aprds (1.9) (n° 1.5),
puisque x £ supp(l - @)h .

Mais, la relation (2.36) et le lemme préliminaire (n° 2.1) entratnent que, si V
est un voisinage ouvert du support de ® , oh(y) s-% Hh“(2) ly - X§2 1V(y) pour
tout y € Q ; donc

f N(x , dy) oh(y) <3 il ) fv nx , ay)ly - =° .

Le théoréme de Lebesgue, joint & la propriété (NS ) du noyau N (n° 1. 4), en-
tratnent alors que l'on peut choisir ¢ de sorte que I m(x ’ dy) wh(y) soit ar-

bitrairement petit. La relation (2.37) entraine donc que
m(x) - [ e, ay) nly) 20 .

D'ou le lemme.

(e) Lorsque, de plus, A applique 02 Q) dans €(Q) , on a déja vu en (B) et

k( 5
(y) ci-dessus que les coefficients vy et D (1 €1ixg n) sont continus, et que
le noyau N est de classe semi-continue. Il reste 4 montrer que P est aussi de

classe semi-continue, autrement dit (n° 1.3) que, pour tout § = (gi) € Rn , la

fonction x —> 2 a d(x) g, gj est semi-continue supérieurement ; ou encore
1,J . . . .
(relation 1.10), puisque les fonctions x ——> ElJ(X) = A(c; Gi)(x) sont conti-

nues, que les fonctions o
i 2
x —> o Wx, dy)(% o (v) ;)

. . s 19 .
sont semi-continues inférieurement (~7). Or, congidér:nt, corre en (y) ci-dessus,

. n . . . .
une suite (o) de fonctions unité locales décroissant vers IA , On a,

(19) Voir le n° 1.6.
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(S oyly) &) :

2 ERACREACE S

IQ N(x , ar)(Z ol(y) g,)% = sup Jo ¥, an)ly - =l ‘
Vv - X

d'ou le-résultat,-puisque,-en vertu—du lemme 2.7, pour chaque n , la fonction

(2 oily) g,)°
x —> IQ Nx , ay)ly - 2|2 & >

(1 -0z, )
ly - x|

est continue sur Q.

(p) Le noyau singulier N est entidrement déterminé par A & cause de (1.9). De
plus, si A=P + S , et si o est une fonction unité locale, on vérifie immédia-

tement que la partie principale (alJ) de P est donnée par la relation (1.10).

Enfin, si A satisfait au principe du maximum, reprenant la suite (Gn) intro-
duite au n° 2.8, alinéa (5), on obtient (puisque P est normalisé par la condition

P1 =0 ), dés que n est assez grand,

@)+ Joutx L )1 - o (y) = a0, (x) <0

d'ou le caractére borné de N , et le principe du maximum positif pour S . Le

théoréme 1.5 et ses corollaires 1, 2 et 3 sont ainsi complétement établis.

2.11. Démonstration du corollaire 4 du théoréme 1.5. - D'aprds le théoréme 1.5,

si N est le noyau singulier d'un opérateur presque positif A appliquant Ci(Q)

dans C(Q) , N est de classe semi-continue (voir 1'alinéa (y) du n° 2.10).

Inversement, N étant un noyau singulier de classe semi-continue, on va cons-
truire un opérateur presque positif A appliquant Ci(Q) dens C(Q) admettant N

comme noyau singulier.

Pour cela, on pose, pour chaque f € CE(Q) et xeQ,

A, f(x) = f N(x , dy) |y - x|2 A, £(y) =sf(x) -~ 2 ard(x) n. D, £(x) ,
1 Q X 1,3 1 i73
9
ou Sf(x) est défini naturellement par (1.5) (n° 1.4), A, T par (2.20) et (2.21)
(n® 2.6) et ou 1'on a posé :

ij

o1 = 1) mx , ay) oly) ()

(on notera que a’’ € B(Q) pour 1<i,Jj<n).

1
En vertu du lemme 2.7 alinda (v), A1 f e cQ) pour tout f € Ci(Q) « Par ail-
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leurs, ainsi qu'on 1'a vu au n° 2.10, alinéa (e), pour chaque E = (gi) €RrR?, 1la
fonction x ——> iZ_ aiJ(x) gi gj est semi-continue inférieurement ; tout re-
vient donc & construire une matrice [51311<i j<n de fonctions continues sur Q
telle que -

(2.38) 2 [ElJ(X) - aiJ(x)] gi gj 20 , pour tout x € Q et € € R (20).

. i,J

Cette construction peut &tre faite comme suit : Soit (Un) une suite d'ouverts
contenus dans (Q telle que, pour tout =n , ﬁ; est compact et contenu dans U

et % Un =Q . On pcse

n+1’

V1 = U2 et Vn = Un+1 N Un_1 pour tout n =2

(Vn) est un recouvrement ouvert de Q , localement fini, puisque Vn ne rencontre

que Vn— et Vn+1 s soit (mn) une partition de 1l'unité sur Q subordonnée a ce

1
recouvrement., On pose, par ailleurs,

o = sup 2 aij(x) E. E. (n>1) (21),
n - .. 1 i 23
ern i, J
lel=1
et
~ 2 n
i(x,8) =2 a_ 9 (x)|l (xeQ, EeR) .
n>1 n+2 'n
Si x € Vn , et lgi =1, ona
a(x ’ §) = an+1 @n—l(x) + Oln.+2 @n(x) + an+3 @n+1(x) 2'O[n+1

ij tps s
z,.Z. a, (%) §i gj par définition de an+1

1,J

I1 suffit alors de poser, pour x € Q,

I

o ¢ (x) (1 <i<n)
n>1 n+2 'n !

<faii(x)

et
|

iﬁij(X)

(2.39)

Il

O pour 1i# 3 ,

pour satisfaire la relation (2.38).
C. Q. F, D.

(20) Voir le n° 1.6.

(21) an < + » pour tout n , puisque aiJ € BQ) .
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2.12. Invariance par difféomorphisme de la semi-continuité d'un noyau singu-

lier ; démonstration du lemme 1.4.

(o) Avec les notations du lemme 1.4, si le noyau singulier N est de classe
semi-continue, il en est de méme du noyau N : En effet, soit A wun opérateur
presque positif sur  admettant N comme noyau singulier et appliquant Ci(Q)
dans C(Q) ( A existe d'aprés le corollaire 4 du théoreme 1.5 établi ci-dessus au
n® 2,11). Le transporté par A de A est un opérateur presque positif A sur Q
admettant ¥ comme noyau singulier et appliquant Ci(ﬁ) dans C(ﬁ) . Le théoréme

~

1.5 entrafne alors que N est aussi de classe semi-continue.
I1 en résulte, ¥ =+vy o ¢ &tant continu comme vy , que S est de classe semi-

continue en méme temps que S .

(B) Enfin, si S est de classe CO , 11 en est de méme de S par définition

méme., Le lemme 1.4 est ainsi complétement établi.

§ 3. Utilisation de la transformation de Fourier : Symbole d'un opérateur satisfai-
sant au principe du maximum positif.

3.1+ = On rappelle d'abord la formule de représentation de Levy-KhinCin pour

les fonctions de type négatif continues (voir [2], théordme 3) : Une fonction &

valeurs complexes { sur R™ est dite de type négatif si :

(3.1) $(0) est réel et =0 ,
(3.2) y(-g) = y(e pour tout E € R- ,
P ,
(5.3) S e -g) ol 0t <0
j)k=1 J

. ) ) n .
pour tout entier p > 1 , toute suite (Ej)1$j€p de points de R~ , et toute suite

P
de nombres complexes telle que 2 pJ =0 .

J=1
Désignant alors par © une fonction numérique continue sur R" » & support com-

J
(o )1sj<p

pact et telle que 0 <6 <1 et 6(y) =1 pour y voisin de O , la propriété

~

de représentation de Levy-Khincin peut &tre énoncée comme suit :

. . n .
S50it ¢ une fonction & valeurs complexes sur R~ . Pour que ¢ soit une fonc-

tion de type négatif continue, il faut et il suffit qu'elle soit de la forme :

(3.4)  4() = c + il , &) +a(g) - IRn w(a)[er T8 Z o) (1 + 1y, )]
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22 \
(e e RY) (%), o p est une mesure de Radon positive sur R™ ~ {0} telle que

2

(.59 L we@lylPe@ <+ ot I -em) <+e (P,
RN{0} R N0}
¢ une constante réelle, c Z-In wldy) (1 - o(y)) , £ wun vecteur de R® , et
RN {0}

q une forme quadratique positive sur R :

n . . .

a(e) = I a¥e. g (ger), a¥=a9 .
jrk=1 J e

En outre, W et q sont déterminées de fagon unique par (indépendamment du
n

w(dy)(1-8()).
R MO

On note, de plus, la majoration suivante, qui précise que lorsque gl tend vers

choix de 6 ), et aussi, une fois 6 fixée, £ et c = Q(O) + I

1'infini, w(g) ne croit pas plus vite que |§|2 S

(3.6) 4(E)] <) + oplel +eglel®  (ze®D)
ou
e =c+lwa-e)
R {0}
02 = ‘E‘ ’
o5 = sup q(g) + fn wlay) yl® ely) .
gl=1 RN 0

Cette relation résulte immédiatement de (3.4) et de la majoration

(5.7) 13008 _ 1 Cay, e < Iyl? lel®
S8

que fournit la formule de Taylor avec reste intégral appliquée a

%.2. Un résultat local pour les opérateurs presque positifs. - On dira ici

qu'une fonction complexe 5 sur RT est presque de type négatif, si elle est de

la forme ﬁ(g) = o + ¢(§) (€ e Rn) ol « est une constante réelle et ol ¢ est

de type négatif.

Ceci étant :

[— THEOREME 3.2. - Soit A une application lindaire presque positive de Ci(Q)
dans C(Q) (n° 1.2). 81 9 € Ci(Q) , on pose

22 . e n - n
J:

(23) L'intégrale du second membre de (3.4) est convergente en vertu de (3.5),
compte tenu de (3.7) ci-dessous.
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(5:8) sz, 8) =TI AT )0 B (xeq, ger?) .
La fonction ag ainsi définie a les propriétés suivantes :

(1) ag est continue sur Q x R" .

(2) Si 6 20 et si xe€Q est tel que e(y) =1 au voisinage de x , la

fonction E —> - ae(x , E) est presque de type négatif et de classe C

sur RY .
(3) Pour chaque f € C;(Q) , et xeQ,
(3.9) a(£8)(x) = (2m)™® fRn 8 o (x, 8) 2e) a5 (P).

En effet, d'abord la continuité de ae résulte de celle de A (corollaire 1 du
théordme 1.5) et de cellede 1'application g —> el<"§> 5 de R" dans d;(CD

(muni, par exemple, de la topologie induite par Ci(Q) ).

Supposant ensuite que 6 >0 et G(Y) =1 au voisinage de x , et utilisant la

décomposition (1.8) (n° 1.5) de A , on obtient :

(ae(x ’ §) = - _Z ajk(x) gj @k + i .g bj(x) gj + y(x)
Jsk J=1
(3.10) < s wx L ay) o TR Lok, )
i + g mx, ap)ely) - o, (v)) S
d'ou le fait que & —> - ae(x 5 g) est presque de type négatif, compte tenu de

la formule de Levy-Khincin rappelée au n® 3.1 (en choisissant o de telle sorte
que 6 - oL >0 ) ; le fait que cette fonction est de classe c” résultant, compte

tenu de la continuité de A , de ce que 1l'application & —> el<"§> 6 a va-

leurs dans Ci(CD est de classe C° .

Enfin, pour établir (3.9), on écrit la formule de réciprocité de la transforma-

tion de PFourier :

£(x) = (2™ ) | T®E) 2(g) ag
R
dtou
(3.11) o = (o)™ [ o £(8) o8 g e
R

(24) On prolonge canoniquement A aux fonctions a valeurs complexes :
A(f + ig) = AT + iAg .

(25) f désigne la transformée de Fourier de la fonction de C;(Rn) prolongeant

f par O hors de Q : i
f(g) =.£Rn e 1¢x,8) f(x) ax (g e R%) .
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en interprétant 1'intégrale du second membre comme intégrale de la fonction conti-
me § —> f(g) (8 o5 3 valeurs dans un sous-ensemble convexe borné (donc
compact) de 1'espace de Montel C;(Q) (muni de sa topologie canonique). On obtient
alors (3.9) en appliquant A aux deux membres de (3.11), puisque, A é&tant conti-

nu, on peut le faire opérer sous le signe d'intégration au second membre.

C. Q. F. D.

3.3. Prolongement aux fonctions bornées d'un opérateur presque positif dont le

noyau singulier est borné a l'infini. - Désignant ici par Ci(Q) l'espace des

fonctions complexes sur ( de classe 02 et bornées, et par BC(Q) 1'espace des

fonctions complexes boréliennes sur Q , on a le lemme suivant :

LEMME. - Soit A un opérateur presque positif de Ci(Q) dans B(Q) (n° 1.2)

dont le noyau singulier (n° 1.5) est borné & 1'infini (n° 1.4).

I1 existe un prolongement de A , et un seul, en une application linéaire (en-
core notée A ) de Cg(Q) dans BC(Q) telle que,
(3.12) af(x) = lin A(f6 )(x)
N0

pour tout T € Ci(Q) , tout x € Q, et toute suite (en) croissant vers 1 de

fonctions de Ci(Q) telle que, pour tout compact K de Q , il existe un entier
n pour lequel

ly<o, <1 .

De plus, pour f € Ci(Q) et xe€e Q, Af(x) est encore donné par la relation
(1.8) (n° 1.5).

En effet, dans la décomposition (1.8) (n° 1.5) de A , on constate que le second
membre garde un sens si on substitue & f une fonction de Ci(Q) , et que le pro-

longement ainsi défini répond & la question.

On notera que, si f n'est pas & support compact, Af peut ne pas &tre conti-

nue, ainsi que le montre 1l'exemple suivant : On pose Q=R ,

‘ . 1

N(X,.):f—:l/X si x#£0 et =#x, N(-1, .)=u1,.)=n80, .)=0 |,
et

b(x) = - 100 (x) 200) + e, a)(6) - 2(2) (xer, fecm) .

A applique Ci(R) dans C(R) et satisfait au principe du maximum positif 3 mais

la fonction Al = 1{0} n'est pas continue !
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Remarque. - Contrairement & 1'apparence, cet exemple ne contredit pas 1'alinéa (2)
du théordme 1.4 qui affirme que le coefficient vy doit 8tre continu si S appli-
que Ci(Q) dans C(Q) : BEn effet, introduisant une fonction unité locale o , A

stéerit

100) = [y () olx 4 ) - 130 + g 0x s an)(20) - 0, (0) £))
ou y(x) = 1R\{O}(X) o(x ,-%) ~ 1 est fonction continue de x !

3.4. Représentation d'un opérateur satisfaisant au principe du maximum au

moyen de son symbole.

THEOREME 3.4. — Soit A une application linéaire de C:(Q) dans C(Q) satis-
faisant au principe du maximum positif (n® 1.2). On pose :
(3.13)  alx, g) = ot 4 H @) (*) (xea, gerY) .

Alors :

(1) Pour chaque x € Q , la fonction § —> - a(x , g) est continue et de

type négatif sur RY .

(2) I1 existe une fonction h positive et localement bornée sur Q telle que
.12
(5.14) la(x , &) < n(=x)lgl (xeQ, geR) .

(3) Pour chaque x € 0 et chaque f € CZ(Q) ’

(5.15) ar(x) = (em)™ ) FHE) oz, 6) R(e) ag (PT).

Rn

COROLLAIRE 1. = Pour chague x € () et chaque § € R , ONn a

- n % n .
a(x , 8) =- Z at(x) g B+ 1 2 v)(x) g, + v(x)
(3.16) Jok=1 j=1 J
s do 1, AT Lo (i -2, )],

ou aJk , bd, v et N sont les termes intervenant dans la décomposition de A
par la formule (1.8) (n° 1.5) relativement & la fonction unité locale o , avec,

en particulier,

(3.17) v(x) + £Q N(x , ay)(1 - cX(y)) <0 .

—

(26) En utilisant le prolongement introduit au n® 3.3.
b

(27) Cette intégrale a un sens en vertu de la propriété (2).
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B COROLLAIRE 2. - Inversement, si on donne des fonctions continues ajk
(1<j ,%x<n), b (1<j<n), et y, et un noyau singulier N de classe
CO sur Q , borné & 1'infini de telle sorte que, pour chagque x € Q , la matrice
[ajk(x)] soit symétrique et positive, et que soit vérifiée la relation (3.17),
alors, si la fonction a sur Q x R est définie par (3.16), la relation (3.15)

définit une application linéaire de C;(Q) dans C(Q) satisfaisant au principe

L_du maximum positif.

La fonction a , associée & A par la relation (3.16), est le symbole de A

(28). La connaissance de son symbole détermine entidrement A en vertu de (3.15).

Tout d'abord, le corollaire 1 résulte immédiatement du lemme 3.3 et de la défini-
tion de a . On en déduit, en vertu de la formule de Levy-Khinlin rappelée au

n® 3.1, la propriété (1) du théordme.

Se pourvoyant ensuite d'une suite (en) ayant les propriétés requises dans le

lemme 3.3, on a, pour tout x € Q et g € R ’

a(x , ) = e—i<x’§> lim A(ei<°’§> 6 )(x) =1im a, (x , €)
N0 o .

d'aprds ce lemme et le caractdre borné & 1'infini du noyau singulier de A (n°1.5).

De plus, la majoration (3.6) ainsi que (3.17) assurent 1'existence d'une fonction
positive x —> h(x) sur Q , localement bornée telle que, pour tout n et

tout x , € @

(3.18) lag (x, ©)] <n(x)el® .

On en déduit la propriété (2), puis la propriété (3), en passant & la limite graice
au théordéme de Lebesgue dans (3.9) écrite pour 6 = Gn . D'oll le théordme et son
corollaire 1. Le corollaire 2 s'en déduit immédiatement, en associant par la rele-
tion (1.8) aux données un opérateur A auquel on applique le théoreme 3.4 et le
corollaire 1.

C. Q« Fo .

3,5, Cas d'un symbole continu. - Ainsi que le montre 1l'exemple du n° 3.3, le

symbole de A n'est pas nécessairement une fonction continue de x . Toutefois,

inversement :

(28) Voir & ce sujet l'article de HORMANDER [ 4], et les travaux sur les opéra-
teurs pseudo-différentiels qui y sont cités.
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THEOREME 3.5. — Soit a : (x , ) —> a(x , €) une fonction complexe défi-
nie sur Q x R© et telle gue @

() pour chaque x € (0 , la fonetion § —> - a(x , g) est de type négatif

sur Rn (n° 3.1) 3

(o) a est continue sur Q x R

2
® (%),
Alors, si on pose, pour f € Cz(Q) et x€Q,

(3.15) w(x) = ()] e, ) 26) ag

on définit une application linéaire de d;(Q) dans C(Q) satisfaisant au prin-

cipe du maximum positif.

On peut établir ce résultat comme suit : Fixant d'abord un point x de Q , on
associe & a , par la formule de Levy-Khinlin (n°® 3.1), des termes aJk(X) ’ bJ(x),

v(x) et N(x, .) de telle sorte que a(x , .) s'exprime par la relation (3.16).
0
CON

A ces termes, on associe une forme lindaire A sur CE(Q) par la relation

1 &% (x) p_D, £(x) + jzl b9 (x) D, £(x) +v(x) £(x)

O R CICO R IOl
J:

>
A, ) =
e k, 4=

La forme lindaire Ax ainsi définie satisfait au principe du maximum positif
"au point x ", donc, en vertu de la remarque figurant & la fin du n° 2.2, AX est
continue sur Ci(Q) : et le raisonnement fait ci-dessus aux n°® 3.2 et 3.4, qui a

conduit & la relation (3.15), fournit la relation :
(3.19) . £ = (20)™" [0 oz, ) 8 ag (£ e X)) .
R
Autrement dit, A étant aéfini par (3.15), (A_, f) = Af(x) pour tout fe ci(@)
et tout x € Q . Ainsi, tenant compte aussi de 1'hypothese (e@) sur a , on voit

que A applique d;((ﬂ dans C(Q) et satisfait au principe du maximum positif.

C. Q. F. D.

(29) Tl existe alors une fonction h positive et localement bornée sur 2 telle

que, ]a(x s §)| < h(x)|§|2 (xeq, E € Rn) s voir le corollaire de la proposi-
tion 4 de 1'exposé 2 du Séminaire Choquet : Initiation & 1'Analyse, 3e année, 1964.

(30) calquée sur (1.8) (n° 1.5).
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